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Re´sume´. Apre`s la re´cente de´couverte de deux nouvelles transformations de Schlesinger (TS)
pour la sixie`me e´quation de Painleve´, nous donnons les relations d’interde´pendance de toutes les
TS connues. Nous isolons ainsi l’unique d’entre elles qui a` la fois conserve la variable inde´pendante
et n’est pas un produit d’autres TS.
On the Schlesinger transformations of the sixth Painleve´ equation
Abstract. Following the recent discovery of two new Schlesinger transformations (ST) for the
sixth Painleve´ equation, we give the interrelations between all the known STs. We thus isolate
the unique one which at the same time conserves the independent variable and is not a product of
other STs.
1 Introduction
Les transformations de Schlesinger (TS) sont de´finies [14] comme des transformations discre`tes qui
pre´servent (a` des signes pre`s) la monodromie d’un syste`me diffe´rentiel line´aire appele´ syste`me de
Schlesinger.
Si l’on choisit pour syste`me de Schlesinger l’e´quation du second ordre posse´dant quatre points
fuchsiens (“singuliers-re´guliers”), de birapport x, et une singularite´ apparente d’affixe u, ses condi-
tions d’isomonodromie [3, 4, 6] conduisent a` la contrainte que u(x) doit ve´rifier l’e´quation maˆıtresse
de Painleve´ P6
P6 : u′′ =
1
2
[
1
u
+
1
u− 1
+
1
u− x
]
u′2 −
[
1
x
+
1
x− 1
+
1
u− x
]
u′
+
u(u− 1)(u− x)
x2(x− 1)2
[
α+ β
x
u2
+ γ
x− 1
(u− 1)2
+ δ
x(x− 1)
(u− x)2
]
·
Aux TS de P6 de´ja` connues [2, 12, 10] viennent de s’en ajouter deux nouvelles [11, 1], et le but de
cette Note est de de´terminer la plus e´le´mentaire de toutes ces TS.
∗Note pre´sente´e par Yvonne Choquet-Bruhat, remise le 16 octobre 2000, accepte´e le 12 fe´vrier 2001. S2001/008.
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Une TS de P6, qui transforme donc une e´quation
E(u) ≡ P6(u, x,−→α ) = 0, −→α = (α, β, γ, δ), (1)
en une autre e´quation de meˆme forme
E(U) ≡ P6(U,X,
−→
A ) = 0,
−→
A = (A,B,Γ,∆), (2)
est repre´sentable d’au moins trois manie`res :
1. dans l’espace (u, x, U,X), par une transformation birationnelle (u rationnel en (U,U ′), U
rationnel en (u, u′)), accompagne´e d’une e´ventuelle homographie entre x et X ,
2. dans l’espace des parame`tres (−→α ,
−→
A ), par quatre relations alge´briques,
3. dans l’espace des exposants de monodromie (
−→
θ ,
−→
Θ), de´finis par les relations
θ2∞ = 2α, θ
2
0 = −2β, θ
2
1 = 2γ, θ
2
x
= 1− 2δ, (3)
par une transformation affine
−→
θ =M1
−→
Θ +M0,
−→
θ =


θ∞
θ0
θ1
θx

 , −→Θ =


Θ∞
Θ0
Θ1
Θx

 , (4)
ou` M1 et M0 sont des matrices de nombres rationnels.
2 Les transformations de Schlesinger connues
Nous les e´nume´rons dans l’ordre chronologique1.
En appliquant deux fois une transformation alge´brique entre P6 et l’e´quation d’ordre deux et
de degre´ deux satisfaite par (q − 1)(q − x)p, ou` q = u et p sont la position et l’impulsion de
l’hamiltonien de P6 donne´ par Malmquist [8], Fokas et Yortsos [2] ont obtenu une transformation
entre deux e´quations P6 repre´sente´e par
TFY :
−→
θ =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

−→Θ +


1
1
0
0

 , x = 1
X
· (5)
La transformation entre u et U , produit de deux transformations non-birationnelles, est bien
birationnelle, comme le montrent les relations (7) et (22)–(23) ci-dessous.
Par l’e´tude des transformations canoniques de l’hamiltonien de P6 [8], Okamoto [12] a obtenu
la TS suivante, canonique au sens hamiltonien,
TOk :
−→
θ =
−→
Θ +


1
0
0
1

 , x = X. (6)
1 Apre`s soumission, nous avons de´couvert l’ante´riorite´ de Garnier [5] sur les Re´f. [2, 12, 10]. Il a e´tabli une
formule e´quivalente a` (7).
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Son e´criture birationnelle re´sulte des relations (7) et (22)–(23) ci-dessous.
En partant d’une paire de Lax matricielle obtenue par isomonodromie [6], et apre`s re´solution
d’un proble`me de Riemann-Hilbert, Mug˘an et Sakka [10] ont obtenu une TS que nous pouvons
e´crire sous la forme factorise´e
(u− x)(U − x)
(x− 1)uU
=
R+nR
−
n
R+
d
R−
d
, x = X, (7)
R±n = x(1− x)U
′ + θ∞(U − 1)(U − x)−Θ1(U − x) + (1 ± θx)x(U − 1), (8)
R±
d
= x(1− x)U ′ + θ∞U(U − 1) + Θ1(x− 1)U ± θ0x(U − 1), (9)
TMS :
−→
θ =
−→
Θ +


1
0
1
0

 · (10)
En exploitant les proprie´te´s d’une e´quation aux de´rive´es partielles de type “schwarzien”, Nijhoff
et al. [11] ont trouve´ une TS represente´e par
(u− x)U − 1 =
2(Θ∞ − θx)(u− 1)(u− x)
x(1 − x)u′ + θ∞(u− 1)(u− x) − θ1(u− x) + (θx + 1)x(u− 1)
, (11)
TNJH :
−→
θ =
1
2


−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1
1 −1 −1 −1

−→Θ + 1
2


1
1
1
1

 , x− 1 = 1
X − 1
· (12)
En e´tendant une me´thode de “troncature”, nous avons obtenu la TS [1]
2(θ∞ −Θ∞)
u− U
=
x(x − 1)U ′
U(U − 1)(U − x)
+
Θ0
U
+
Θ1
U − 1
+
Θx − 1
U − x
(13)
=
x(x − 1)u′
u(u− 1)(u− x)
+
θ0
u
+
θ1
u− 1
+
θx − 1
u− x
(14)
TCM :
−→
θ =
1
2


−1 1 −1 −1
1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 1
−1 −1 1 −1

−→Θ + 1
2


1
1
1
1

 , x = X. (15)
La transformation de Kitaev [7] ne figure pas dans la liste ci-dessus. C’est une application
a` P6, suppose´e e´crite avec une somme de quatre fonctions elliptiques [13], de la transformation
de Landen entre fonctions elliptiques [9]. Cependant, elle n’existe qu’au prix de deux contraintes
entre les quatre parame`tres de P6
θ0 − 1 = θx, θ1 = θ∞, (16)
ce qui lui interdit de de´finir une TS.
3 La transformation de Schlesinger e´le´mentaire de P6
Pour comparer entre elles ces diverses TS, nous utilisons la repre´sentation affine (4), de beaucoup
la plus simple. Elle est donne´e par les cinq relations (5), (6), (10), (12) et (15).
Deux classes de transformations banales laissent P6 invariante. Il s’agit d’une part des quatre
changements inde´pendants de signes de θ∞, θ0, θ1, θx, que nous notons Sa, Sb, Sc, Sd, par exemple
pour θ∞,
Sa :
−→
θ =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−→Θ , θ∞ = −Θ∞, x = X, u = U, (17)
et d’autre part des 24 e´le´ments du groupe des permutations des quatre points singuliers de P6,
represente´s par des homographies simultane´es sur u et sur x. Le sous-groupe qui conserve x est
constitue´ de quatre e´le´ments, l’identite´ et les trois homographies
Hbadc :
−→
θ =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

−→Θ , x = X, u = x
U
, (18)
Hdcba :
−→
θ =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

−→Θ , x = X, u− x = x(x− 1)
U − x
, (19)
Hcdab :
−→
θ =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

−→Θ , x = X, u− 1 = 1− x
U − 1
, (20)
H2badc = H
2
dcba = H
2
cdab = 1, HbadcHdcbaHcdab = 1. (21)
Les diverses TS obe´issent aux relations
TFY = HbadcHacbdTMSHacbd, TMS = HacbdHbadcTFYHacbd, (22)
TOk = HabdcTMSHabdc, TMS = HabdcTOkHabdc, (23)
TNJH = HadcbTCMHbadc, TCM = HadcbTNJHHbadc, (24)
TOk = Hdcba(TCMHbadcSaSd)
2 = HcbadSaSb(SaTCMHbadc)
3ScSdHcbad, (25)
T2CM = 1, (SaTCM)
3 = 1, (SaSbTCMHbadc)
4 = 1, (SaTCMHbadc)
6 = 1, (26)
ou` les diverses transpositions agissent sur (u, x) par
Hadcb : x− 1 =
1
X − 1
, u− x = (1− x)U, (27)
Hcbad : x− 1 =
1
X − 1
, u− 1 =
1
U − 1
, (28)
Habdc : x = 1/X, u = xU, (29)
Hacbd : x = 1−X, u = 1− U. (30)
Ces relations prouvent
1. l’e´quivalence entre TFY, TOk et TMS (relations (22)–(23)),
2. l’e´quivalence entre TNJH et TCM (relation (24)),
4
3. la non-e´le´mentarite´ de TFY, TOk, TMS (relation (25)) qui, a` des signes et des homographies
pre`s, sont le carre´ ou le cube de TCM.
Enfin, il importe d’essayer de conserver aussi la variable inde´pendante x, c’est par exemple
indispensable pour e´tablir une relation de contigu¨ıte´ [1]. L’unique TS qui soit e´le´mentaire et qui
conserve x est alors TCM. A` des signes et des homographies pre`s, c’est elle-meˆme une racine de
l’unite´ (relation (26)), d’ordre deux, trois, quatre ou six.
Remerciements. L’auteur remercie M. Musette pour de fructueuses discussions.
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